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Résumé. En vue d'étudier la théorie des représentations d'un groupe d'Artin diédral B, 
nous construisons des morphismes rationnels de B vers les inversibles de l'algèbre des tresses 
infinitésimales associée. Pour ce faire, nous construisons des analogues aux associateurs de 
Drinfeld en rang 2 pour toutes les symétries diédrales du plan. 

Abstract. Towards the study of the représentation theory of any dihedral Artin group B, 
we build rational morphisms from B to the group of invertible éléments of the associated 
infinitésimal braids algebra. For this we build analogons of Drinfeld associators, in rank 2 for 
arbitrary dihedral symmetries of the plane. 
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0. Introduction 

Soit W un groupe de Coxeter fini, et B le groupe de tresses généralisé ou groupe d'Artin 
associé. Une présentation de B est déduite de la présentation de Coxeter de W en n'imposant 
pas aux générateurs a±, . . . ,a n d'être involutifs. On a donc toujours une projection naturelle 
7r : B — > W, dont le noyau P est un sous-groupe caractéristique de B (cf. |CoP| ) appelé groupe 
des tresses pures associé à W. Cette définition algébrique de B et P est essentiellement dûe à 
Tits. Dans le cas où W est de type A n , le groupe d'Artin associé à W est le groupe de tresses 
classique sur n + 1 brins. Ces groupes naturellement associés aux groupes de Coxeter finis sont 
infinis de type fini, sans torsion et linéaires |Dij . Le lien de B avec W semble suffisamment 
rigide pour que l'on puisse espérer esquisser une théorie des représentations de B en lien avec 
celle de W. 

Une définition topologique de B et P, essentiellement dûe à Brieskorn, provient de la de- 
scription de W comme groupe de réflexions de W 1 . Si l'on note 7i l'ensemble des hyperplans 
noyaux des réflexions de W, et Tù<c son complexifié dans C n , P s'identifie au groupe fonda- 
mental de X = C n \ Hc et B au groupe fondamental du quotient de X par l'action naturelle 
de W. 

Cet espace X est le complémentaire dans C n ou F n (C) d'un arrangement central d'hy- 
perplans et un K(P, 1). Soit qx son algèbre de Lie (graduée) d'holonomie. Elle admet une 
présentation simple sur 7L par générateurs et relations, avec un générateur t# (de degré 1) 
par élément H de TC, et des relations quadratiques. Soit k un corps de caractéristique 0, et 
kh = k((/i)) le corps des séries de Laurent sur k. On note Qx[k] = Qx <8> k. L'action de W 
sur X induit une action de W sur qx, et on a une 1-forme canonique O, sur X à valeurs 
dans U$jx[k] qui est VF-invariante. On note Ugx(k) la complétion de Ugx[k] par rapport à 
sa graduation naturelle et 58 [k] = kW x Ug^pk], 58 (k) = kW x Ugx(k). Pour k = C les 
intégrales itérées de Chen permettent d'associer à chaque choix d'un point-base z de X un 
morphisme f : B — > 58 (C). 
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L'intérêt de ces morphismes en termes de théorie des représentations (en dimension finie 
et en caractéristique 0) est le suivant. A toute représentation p : W — > GLn(C) de W on 
peut associer une variété algébrique V(p) = {p : 53 [C] — ► Mn(C) | Resiyp = p} et à tout 
p G V(/5) une représentation : 53(C) — > M^{<Ch) avec k/, = k((/t)), donc une représentation 
f z op h : B — > GLtv(C/j) de B. En particulier, chacune des variétés V(/5) contient une famille à 
un paramètre naturelle qui permet d'obtenir les représentations de l'algèbre d'Iwahori-Hecke 
générique associée à W . D'autre part, toute représentation irréductible de 53 [C] donne lieu à 
une représentation irréductible de B sur <Ch- 

Enfin, ces représentations sont universellement convergentes en h, et les réprésentations 
irréductibles obtenues sur restent irréductibles après spécialisation en h G C pour tout 
h en dehors d'un ensemble localement fini de complexes. Comme ces opérations sont com- 
patibles au coproduit naturel de <CB et de 55 [C] cela permet notamment d'introduire des 
structures naturelle qui reflètent « infinitésimalement » les algèbres d'Iwahori-Hecke, ou en- 
core de démontrer des résultats d'irréductibilité des produits tensoriels de représentations de 
B (cf. [Mâ2llMâ3] l. 

Cependant cette construction de monodromie transcendante, également utilisée dans |BMR 
pour la construction d'algèbres de Hecke cyclotomiques, est entachée de plusieurs défauts. 
Outre la non-canonicité du choix d'un point-base dans un espace non contractile, ni même 
simplement connexe, elle ne permet pas de rendre compte de l'apparition fréquente de struc- 
tures unitaires sur les représentations de -B, et ne garde pas trace du corps de définition de 
la représentation infinitésimale p. En particulier, il serait utile d'avoir, pour tout corps k de 
caractéristique 0, des morphismes (injectifs) d'algèbres de Hopf & : hB — ► 53(k) tels que, 
posant Tr{(Ti) = Si, Hi = Ker (sj — 1) et tj = tg i} 3> vérifie la 

Condition fondamentale : Pour tout i G [1, n], il existe A G k x tel que est conjugué 

à s^expAti par un élément grouplike de Ug(k). 

Sous cette hypothèse, les raisonnements de |Malj s'adaptent immédiatement et montrent 
entre autres que la correspondance <3? entre représentations de 53 [k] sur k et représentations 
de B sur k/, naturellement associé à $ est un foncteur qui préserve toutes les propriétés 
essentielles de théorie des représentations. En particulier, on a une notion de représentations 
formellement unitaires de B sur GLpf$lh) Q u i permettent d'obtenir, après torsion du corps 
des coefficients et spécialisation en h imaginaire pur proche de des représentations unitaires 
de B. On a également une notion simple de représentations infinitésimalement unitaires p : 
53[R] — ► Mjv(R), définie par p(s) G Otv(R) si s G W et p(tff) symétrique, telle que, si p est 
infinitésimalement unitaire, &(p) est formellement unitaire. L'existence de tels morphismes 
permettrait notamment de montrer qu'il existe sur les représentations des algèbres de Hecke 
une structure unitaire directement issue des représentations orthogonales de W. D'autre part, 
l'exemple du type A montre que les structures unitaires connues sur les représentations de B 
ont toutes une interprétation simple au niveau infinitésimal. 

On peut construire de tels morphismes pour le type A à l'aide des associateurs rationnels 
dont Drinfeld établit l'existence dans |Drj . L'idée générale de la démonstration de Drinfeld 
est la suivante. A partir d'un choix de point-bases tangentiels de X on peut construire un 
morphisme $ : B — » 53(C), qui vérifie bien la propriété voulue pour A = m. On introduit alors 
le groupe des automorphismes r de B tels que $or vérifie encore la condition fondamentale. 
Malheureusement ce groupe discret est trop petit pour que $oT puisse être défini sur (Q. 
Pour pallier à cette difficulté, on montre que $ s'étend en un morphisme B{&) — > 53(C), 
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où BÇk) désigne l'ensemble des k-points d'un schéma en groupe naturellement relié à la 
complétion k-pro-unipotente de P, qui contient B. On introduit alors un sous-groupe G(k) 
des automorphismes de S (le), qui agit librement et transitivement sur l'ensemble de ces 
automorphismes. D'un autre côté, les scalaires À G k x agissent sur 93 (k) par t# h- > Xtjj, 
donc sur l'ensemble des morphismes considérés. On en déduit qu'à tout $ on peut associer un 
sous-groupe à un paramètre de G (h), donc un élément non trivial de son algèbre de Lie G (h). 
Si le groupe G (h) est choisi suffisamment petit, un tel élément détermine inversement un 
unique morphisme <Ê. Il suffit donc de montrer que <5(k) contient des éléments non triviaux, 
et cela découle alors du fait que c'est le cas de É/(C) à cause de l'existence d'un morphisme 
sur C. 

C'est cette démonstration que nous adaptons ici pour montrer l'existence d'un morphisme 
<3? défini sur (Q pour les groupes diédraux, correspondant au type ^(m). Pour m = 3 il s'agit 
donc d'une reformulation de la démonstration de Drinfeld, à ceci près que nous ne prenons pas 
en compte l'équation dite du pentagone, qui n'a pas de sens en rang 2. Le groupe GÇk) pour 
m = 3 est donc ici plus gros que le groupe de Grothendieck-Teichmùller considéré dans |Drj . 
Pour m impair c'est un groupe naturellement associé au groupe d'Artin B, et la démonstration 
de Drinfeld s'adapte parfaitement. Si m est pair il faut se restreindre à un sous-groupe de 
G (h), formé des morphismes compatibles avec Pautomorphisme non trivial du diagramme de 
Coxeter correspondant à W pour que le raisonnement ci-dessus s'applique. Cette distinction 
entre les cas m pair et impair recouvre les différences de théorie des représentations de W 
entre ces deux cas. 

Le résultat principal de cet article peut donc s'énoncer comme suit 

Théorème. Si W est de type l2{m), pour tout corps k de caractéristique il existe un 
morphisme : hB — > 03 (k) qui vérifie la condition fondamentale. 

Dans |Enj . B. Enriquez montre l'existence de morphismes en type B n qui vérifient la con- 
dition fondamentale. De tels morphismes existent donc au moins en type A n , B n , et ^(m). 
Dans l'appendice 3 nous éclaircissons le lien entre les notations d'Enriquez et les nôtres. 

Une différence notable avec l'approche par intégrales itérées et point-base est que les mor- 
phismes associés, sur un corps k C R, ne sont jamais universellement convergents. En effet, 
si l'un d'entre eux l'était toute représentation de 93 (R) infinitésimalement unitaire donnerait 
lieu à des représentations de B unitarisables pour toute spécialisation imaginaire pure de h. 
En particulier, les représentations de l'algèbre de Hecke H (q) associée à W seraient unitaris- 
ables pour toute valeur de q de module 1. Comme pour le groupe de tresses habituel (W de 
type A n ), nous montrons en section que ce n'est pas le cas. Inversement, cela suggère que 
d'éventuelles propriétés de convergence de ces morphismes sont reliées à des propriétés de 
théorie de représentation des groupes d'Artin. 

Conventions générales. Parmi les actions à gauches que nous considérerons, la notation 
g • A désignera toujours implicitement la conjugaison par g : g» A = gAg~ l . Comme l'action 
de g G W sur A G A(k) (définie en 11. 2 (( s'identifie à la conjugaison de A par g dans 93(k) on 
utilisera également cette notation dans ce cadre. On convient d'autre part g • xy = g • (xy) 
et gg' • x = (g g') • x pour alléger les notations. 

Si (aj) r <î<s est une famille d'éléments d'un monoïde, on utilisera les notations 

s r 

]"J ai = a r a r+ i . . . a s , J~J a* = a s a s -\ . . . a r 

i=r i=s 
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Dans ce qui suit, k désignera un corps quelconque de caractéristique 0, et k x le groupe de 
ses éléments non nuls. Si A est une k-algèbre, toujours supposée unifère, on désignera par A* 
le groupe de ses éléments inversibles. Si A est une k-algèbre de Hopf, toujours supposée avec 
antipode, on désignera par A x le groupe de ses éléments grouplike. 

1. GÉNÉRALITÉS 

1.1. Définitions. Soit m > 3, W le groupe diédral d'ordre 2m, c'est-à-dire le groupe de 
réflexions de type de Coxeter l2(m). On note 9 = ir/m et c = 2cos(#). Deux présentations 
classiques de W sont données par < s, lu \ s 2 = lu" 1 = l,su> = > et < s, s' \ s 2 = 
(s') 2 = l,(s's) m = 1 >, le passage entre les deux étant donné par les formules lu = s's, 
s' = lus. Les réflexions de W sont les éléments de la forme suf pour < r < m — 1. 

On définit le groupe d'Artin (ou groupe de tresses généralisé) B associé à W par la 
présentation 

< G,T | O = CJT(T . . ■ = T(7T . . . > 

m facteurs m facteurs 
On a un morphisme tt : B — > W défini par a i— > s, r i— > s' , dont le noyau P est appelé groupe 
de tresses pures associé à W. Le centre de B est cyclique infini, engendré par O 2 G P si m 
est impair et par O G" P si m est pair. La différence essentielle entre les cas pair et impair au 

m 

niveau de W tient à ce que, d'une part le centre de W est cyclique d'ordre 2 engendré par a>~2~ 
si m est pair, alors qu'il est trivial si m est impair ; d'autre part que W admet deux classes 
de conjugaison de réflexions dans le cas pair, une seule dans le cas impair. 

Le groupe Out(B) a été déterminé dans IGHMBj (voir également |CrP| ). Si m est impair 
il est cyclique d'ordre 2, engendré par Pautomorphisme a i— > o --1 , r t—* r -1 (automorphisme 
« image miroir de la tresse »), qui est compatible à la projection tt : B — » W. Si m est pair au 
contraire ce groupe est infini, engendré par Pautomorphisme image miroir, un automorphisme 
d'ordre infini a i— > t _1 , t ^ tut, et Pautomorphisme involutif du diagramme de Coxeter 
J '. g i — > t, t i — > g . Lorsque m est impair on peut encore définir J, mais il est alors intérieur : 
il s'agit de la conjugaison par O. Les deux générateurs supplémentaires de Out(B) dans le 
cas pair relèvent les automorphismes de W définis par si— > lus, lu > w et s i— » lus, lu lu^ 1 . 
Dans le cas impair ces automorphismes sont également intérieurs, conjugaisons par lu~ ~ et 

m — 1 

slu 2 respectivement. 

Tous les automorphismes de B relèvent donc un automorphisme de W, et en particulier 
P est un sous-groupe caractéristique de B pour toute valeur de m (il est stable par tout 
automorphisme) . 

1.2. Algèbre des tresses infinitésimales. Soit m > 3. On pose 6 = ir/m, 9 r = r9 et v r = 
(cos6 r ,s'm6 r ) pour tout r G 7L. Soit a r G (R 2 )* la forme linéaire définie par a r (v) = det(v r ,v), 
A r = Kera r C R 2 . Elle s'étend en une forme linéaire sur C encore notée a r dont le noyau 
est Phyperplan H r C C 2 . Pour toute k-algèbre (de Lie) A avec k C C et to, • • • , t m _i G A, on 
peut définir la 1-forme différentielle sur X = C 2 \ Hq U • • • U iï TO -i à valeurs dans A suivante 

m— 1 . 

On vérifie immédiatement que O est intégrable si et seulement si to + • • • + t OT _i commute à 
chacun des t r . L'algèbre de Lie d'holonomie g de X, ou algèbre de Lie des tresses infinitésimales 
pures associée à VF, est définie sur Q par générateurs to, . . . , t m -i et relation T = to+- • -+t m _i 
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central. On note g' le quotient de g par son centre QT, et ti l'image de tj dans g'. Elle s'identifie 
à une sous-algèbre de g par ti \— ► tj — ^. Pour tout corps k de caractéristique on note 
g[k] = g® k, g'[k] = g'Ok, Ug[k] = Ug®k, Ug'[k] = Ug'®k. Les algèbres de Lie g[k] et g'[k] 
ainsi que leurs algèbres enveloppantes sont naturellement graduées par deg^ = degtj = 1. 
On note g(k), g'(k), A{V) et A'(k) leur complétion respectivement à cette graduation. On 
notera éventuellement tjj. = tj. 

Le groupe W agit sur X par la représentation de réflexion, s agissant par la matrice 

f J ^ j et w par la rotation d'angle 29, et sur A(k) par s.t r = t_ r , u)X r = t r+ 2, où 

l'addition est définie modulo m (t r+m = t r ). La 1-forme SI à valeurs dans ^4(k) est équivariante 
pour ces actions, donc peut être considérée comme une 1-forme sur X/W. On a P = tti(X), 
B = it 1 (X/W). 

L'action de W sur _4(k) est héritée de l'action par conjugaison g • x = gxg~ l de W sur 
l'ensemble de ses réflexions, l'hyperplan H r étant stable pour la réflexion stu r , et ui • (uJ r s) = 
uj r+2 s, s • (u/s) = uj~ r s. On note 23[k] = kW ix Ug[k] le produit semi-direct d'algèbres de 
Hopf correspondant, que l'on appelle algèbre (de Hopf) des tresses infinitésimales associée à 
W, et on note 23(k) = kW « Ug(k) sa complétion par rapport à la graduation deg(tj) = 1, 
deg(g) = si g G W. De façon similaire, on note 53' [k] = kW x Ug'[k] le quotient de 05 [k] 
par la relation T = et 03' (k) sa complétion. 



1.3. Représentations de W. Un des modèles matriciels de la représentation de réflexion 
de W (ou de sa contragrédiente suivant la convention choisie) est donné par 

î) 

et, de façon générale, les représentations de W sont définies sur k = (Q(cos6*) C R. De plus, 
elles peuvent être définies par des matrices orthogonales sur k. Chacune de ces représentations 
p : W — > GL]y(k) peut être étendue à 03 [k] par p{ïh) = p(sh), où s h £ W désigne la 
réflexion autour de l'hyperplan H. Ces représentations et en particulier l'image par p de g[k] 
ont été étudiées dans |Ma2| IMa3j . On en déduit comme dans |Malj que, une fois construit un 
morphisme vérifiant la condition fondamentale de l'introduction, on peut associer à chacune 
de ces représentations p une représentation &(p) : B — > U^{k) où U^ik) C GLjv(k/ l ) désigne 
le groupe unitaire formel associée à l'automorphisme topologique de k^ défini par h \— > — h. Si 
un tel morphisme était universellement convergent, par spécialisation en tout h imaginaire pur 
on obtiendrait des représentations unitaires de B. Ces représentations vérifient que l'image 
de a est semisimple et a pour spectre {e Xh , —e~ Xh }. On en déduit que, quitte à multiplier 
l'image des générateurs par v = e , ces représentations se factorisent par l'algèbre de Hecke 
associée au paramètre v 2 . De plus, si p est irréductible, ces représentations spécialisées en h 
sont irréductibles pour toute valeur h en dehors d'un ensemble localement fini de complexes. 

L'algèbre de Hecke associée au paramètre u = v 2 est le quotient de Ci? par les relations 
(a + l)(a-u) = 0, (r + l)(r - u) = 0. Posons d, = 2cos Alors (cf. [HE] lemme 8.1.10, 
et th. 8.3.1) les représentations irréductibles de dimension 2 de cette algèbre de Hecke sont 
toutes de la forme pj, pour 1 < j < m j^-, avec 

p ^ = (vd) v 2 ) ^ (T) = (o -t) 
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Fixons j, et soit a (resp. b) le projecteur sur l'espace propre de Pj(cr) (resp. Pj(r)) correspon- 
dant à la valeur propre — 1 parallèlement à l'autre espace propre. Si pj est unitarisable en tant 
que représentation de B, cela implique que a et 6 sont autoadjoints positifs, donc qu'il en est 
de même de aba. Mais le spectre de aba est composé de et de d?/(l + 2 cos a), si u = exp ia. 
Cela n'est donc possible que si cos a > —1/2. (Cet argument est emprunté à |Wej . prop. 2.9.) 
En particulier, il ne peut pas exister de morphisme $ universellement convergent défini sur 
R. 

1.4. Complétions de P et de B. Comme B est une extension de W par P, B est naturelle- 
ment isomorphe à B x P j Q, où Q est le sous-groupe de B x P engendré par les éléments de 
la forme x.x~ l pour x £ P. Puisque P est une extension centrale d'un groupe libre par 7L, 
il est résiduellement nilpotent sans torsion, c'est-à-dire que P se plonge dans sa complétion 
k-prounipotente P(k) (cf. |Boj II §6 ex. 4 p. 91 et |Dej p. 175-178). L'action par conjugaison 
de B sur P s'étend en une action de B sur P(k) et B se plonge dans B(k) = B K P(k)/Q. 
On en déduit une surjection naturelle 7r : J3(k) W de noyau P(k). 

Soit P r = P/C r P où C r P est le r-ième terme de la suite centrale descendante de P. 
Le groupe P r est nilpotent sans torsion, donc P r = expL r où L r est une Z-algèbre de Lie 
nilpotente. On a alors P-(k) = expL r <g>% k et P(k) est la limite projective des P r (k). C'est 
un k-schéma en groupe affine (k-groupe) pro-unipotent. Nous renvoyons à |DO| pour les 
résultats élémentaires sur ces objets. Si l'on désigne par L(k) la limite projective des L r Çk), 
alors P(k) = expL(k). On peut alors définir, pour tous X G P(k), À G k, X x = expAx, si 
x = log X G L(k). 

Si r est un automorphisme continu de k-groupe de P(k), on a alors r(AT A ) = T(exp(Ax)) = 
exp(Ar(x)) = T(X) X , où X = e x , x G L(k) et A G k. 

De même, B(k) est canoniquement muni d'une structure de k-groupe. Soit T un auto- 
morphisme de P(k). On dit que T est pur si ir o V = ir. Il se restreint alors en un au- 
tomorphisme continu de P(k). Soit g G B(k) tel que Tt(g) est d'ordre 2 (par exemple si 

Tï(g) est une réflexion), et A G k. On définit g <x> = gig 2 )^ . On a (# <A> ) <M> = g <Xfi> . 
Si T est pur alors ir(Y(g)) = ir{g) et r(^) <A> = T(g <x> ). On montre alors aisément que 
r ^<A>)<^> = r(g) <x ^> = T(g <x ^>) pour tous X, p G k. 

Supposons donné un morphisme r : B — * B(k) tel que T(a) = G~ 1 a <x> G, T(t) = 
p- 1 T <v> p a vec P, G G P(k) et A,^ G k. Il s'étend suivant les inclusions naturelles L r ^ 
L r ®g k en un automorphisme de k-groupe de P(k) encore noté T tel que ir o T = ir. 

Le centre de P est engendré par Z = (crr) m = (r<r) m , et P lui-même est engendré par 
Uq, . . . , u m -\ où l'on a défini 

n = a 2 , ui = t 2 , u 2r = ija) r • a 2 ,u 2r +i = {Tcr) r • r 2 . 

On a u rn ~\ ...u\Uq = (crr) m = Z et, à partir de la description géométrique de P comme 
groupe fondamental on montre qu'une présentation de P est 

< Uq, . . . ,U m -l, Z | U m _i . . .UlUQ = Z, (Z,Ui) = 1 > 

où (x,y) = xyx~ l y~ l . On en déduit que L((Q) est topologiquement engendrée par des 
générateurs vq, . . . , u m _i, z avec U{ = expuj, Z = expz et relations v o + • • • + v m -i = z, 
[z,Vi] = 0. D'autre part, on a un morphisme P ^< Z > défini par m i— > Z, Z ^ Z m qui 
s'étend en un morphisme P(Q) — ► exp dont la différentielle — > est Vi i— > z, 
z i— > mz. Ceci permet de l'étendre en un morphisme P(k) — > exp kz. Ce morphisme est 
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scindé par Z i— ► Zm = exp(^), ce qui permet de décomposer P(k) en un produit direct 
P'(k) x expkz. 



2. L'ASSOCIATEUR transcendant 

2.1. Réduction à une variable. On rappelle que 9 = ir/m, 9 r = r0, v r = (cos9 r ,sm8 r ), 
a r (v) = âet(v r ,v). On a Kera r = Ru r = Kera r+m où l'addition est modulo 2m. Pour 
< r < 2m — 1, on note U r = H+v r + IR+tv+i le demi-cône ouvert engendré par v r et tv+i, 
A r = Hv r , A = U^o 1 

En coordonnées polaires, tout v € IR 2 \{0} s'écrit uniquement sous la forme v = (p cos u, p sin u) 
avec p > 0, u G [0, 27r[. On a alors ov(î;) = psm(u — 9 r ) et Z/ r s'identifie (analytiquement) 
à R+ x V r , où VÇ- =]^rj #r+i[- On considère le système différentiel sur IR 2 \ A à valeurs dans 
A(B) 

m— 1 -, 



(2-1) dF = ÇÎF, n=S^ tr — -. 

r=0 

Comme da r = sin(u — 9 r )dp + pcos(u — 9 r )du, on a 

O = ^ t r ( — + cotg(u - 6* r )du j 

r=0 ^ ^ ' 

où cotgz = cosz/ sinz. On en déduit que (|2-1|) est équivalent à 



dF ! .. dF / " ' 



(2-2) - = -F -=\J2t r œt ë (u-e r )jF 

avec T = X^^c) 1 V- H es t donc équivalent de considérer le système à valeurs dans A'(R) donné 
par dF/dp = et 



dF / "'- J 



(2-3) — = ( £ troat 



Ainsi F est une fonction de u, et du fait que cotg(-u) — 1/u est analytique en on déduit (cf. 
appendice 1, lemmes ITÏÏ1 et ITljl qu'il existe des solutions uniques de (|2-3j) sur V r telles que 



M 



'r+1' 



où l'on a posé i r + m = t r , qui sont à valeurs grouplike (cf. appendice 1, lemme ITïï)) . 

On considère l'équation différentielle Q2-3|) pour u une variable complexe, c'est-à-dire d'abord 
u G B = ([0, 2vr[+ilR) \ 0, où = ^Z. On note D r = 9 r + iR_ , B' = B \ [j^ 1 D r . Comme 

est simplement connexe, chacune des fonctions -F rj= |- s'étend en une fonction analytique sur 
B'. On en déduit (cf. appendice 1, lemme IT5|) que F r + = F r _ exp(i-7ri r ). 
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FiG. 1 - Trivialité homotopique du demi-tour 



2.2. Équation du demi-tour. L'équation (|2-3j) s'écrit dF = Q'F, où fi' = YlT=o t r cotg(u — 
9 r )du est une 1-forme sur C = (C \ G)/7rZ. Notons C = C U {ioo, — ioo} le compactifié de C 
en ioo et — ioo, C = C U {oo} la sphère de Riemann, ( = exp(2i0) et [i m = {£ r \ r € Z}. On 
a un isomorphisme C\© — > C\/i m donné par l'application ^ : u t— ► exp(2m), avec </?(ioo) = 0, 
</?(— ioo) = oo. On a cotg(ii) = ((f(u) + l)/(tp(u) — 1), donc 

o'-V% <1±1Ë£- V*\ * + C r d*_^ 2Ç dz 

r=0 s r=0 s r=0 s 

est une 1-forme sur C \ (f( m U{0}). Comme YlT=o ^ = 0, on montre aisément que «^fi' 
s'étend en une 1-forme fermée sur C \ fi m , donc que Q' s'étend en une 1-forme fermée sur 
C \ 0. En particulier, le chemin emprunté pour prolonger analytiquement -Fo,+ au voisinage 
de 7r + devient un lacet homotopiquement trivial de C \ O, d'où Fq :+ (u) = Fo i+ (u + tt), donc 
Fo t+ (u) ~ (u — 7r)*° quand u — ► et Fq^ = F mi+ , 



2.3. Action du groupe diédral. On considère à nouveau l'équation (|2-3[) . cette fois sur 
Y = (R \ ©)/7rZ. On a une action naturelle du groupe diédral W sur R 2 , où s agit par la 

matrice ^ J ^ ^ et a» par la rotation d'angle 20. Si u = (pcosu, /jsinu) G R 2 \ {0}, on a 

s.î; = (/3cos(— u), psin(— u)) 

uj.v = (pcos(u + 20), psin(n + 20)) 

donc on en déduit une action de W sur Y, par s.u = — u, lu.u = u + 28. De l'action de W sur 
•À'(R) on déduit une action de W sur le faisceau T des solutions de (|2-3j) sur Y. En effet, soit G 
le faisceau des fonctions analytiques sur Y. Si t7 est un ouvert de Y, f £ G{U) et g € W on note 
5-/ £ G(d-U) : u i — ► g.f(g^ 1 .u). Étendant cette action aux formes différentielles, on remarque 
que g.f2' = f2' pour tout g G W, donc si / G .F({7) on a g./ E !F{g.U). Par comparaison des 
comportements asymptotiques on en déduit lu • F rj ± = F r+ 2,± et s» F r> ± = -F2m-r,=F = ^-r,T- 
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Par le théorème de Cauchy sur Vq et V±, il existe <&o, $1 G A'(K) grouplike tels que F\ r 
F 0i+ $0j F2 - = On en déduit 

(2-4) = iq_ exp(i7rti) = F 0)+ $ exp(i7rti) 

(2-5) F 2)+ = F 2j _ exp(i7rf 2 ) = F.+^i exp(i7ri 2 ) 

Appliquant uf à ces deux égalités, on a 



(2-6) 



F 2r+ i ;+ = F 2r ,+ (uJ r • $0) exp(i7ri 2r+ i) 
F 2r+2;+ = F 2r +i, + (u) r • $i)exp(i7rt 2r+2 ) 



Appliquant ujs à l'équation F\ = -Fo,+$o il vient -Fi,+ = i*2,-(ws • ^o)- Comme i*2 _ = 
F\ +<&\ on obtient 

(2-7) Sjf 1 = us • $ 

On note Po = $0 exp(i7rfi), et 

£ = $0 exp(i7rti)$i exp(i7ri 2 ) = $0 exp(i7rti)(ci;s • ^q" 1 ) exp(i7ri 2 ). 

Comme F 2j+ = -Fo,+£> on déduit de l'action de uf que F 2r+2)+ = F 2ri+ (u; r • £) d'où, pour tout 
r > 0, 

r 

(2-8) F 2r+2)+ = F 0j+ n(^'»0 

i=o 

2.4. Cas m impair. On suppose que m > 3 est impair. 

m — 1 m+ 1 -I 

Lemme 1. $0 et $1 vérifient les équations <3?o = ^ 2 • &i = u) 2 • ^0 = 

m— 1 -1 m — 3 

SU) 2 • <£> 0; (J) -1 = SU) 2 ««Ê-l. 

Démonstration. Ces quatre équations se déduisent toutes de l'une d'entre elles par action de 
W et la relation (|2-7|) . Il suffit donc de démontrer <3?o = uj^~ • Q\. Appliquant à (|2-5[) 

m — 1 

et en utilisant F m+ i j+ = , F mj+ = Fq %+ , il vient iq i+ = Fq j+ [uj 2 • $ 1 ) exp(i7rfi). De 
(|2-4|) on déduit alors $ = w 125- • $1. □ 

On a alors 

£ = $0 exp(i7rti)(a;s • ^q -1 ) exp(i7rf 2 ) = P (w I2 2— • p ) 
Lemme 2. $0 vérifie l'équation 



t m — 3 
2 



[] a/ . £ ] (a,^ . P ) = 1 

c'est- à- dire 

n k • p )(^ +r • Po) 1 • Po) = 1 



r=0 



' m — 3 

2 

m + 1 



r=0 



771 — 1 
2 I 



Démonstration. (|2-6|) se réécrit F 2r . + i )+ = F 2t . i+ (u/»Po) et en particulier F mj+ = F m _i )+ (o; 
Po). L'énoncé se déduit alors de -F m ,+ = Fq j+ et de la relation (|2-8|) pour r = (m — 3)/2. □ 
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2.5. Cas m pair. On suppose que m > 4 est pair. 

On déduit comme dans le cas m impair de la relation (|2-8|) . avec cette fois r = y — 1, et 
de l'invariance par demi-tour F m ^ + = -Fo,+ la relation suivante 

Lemme 3. On a 

m ^ 

n(u/-.£)=i 

r=0 

Nous verrons en section lemme El une autre relation vérifiée par $o, qui fait intervenir 
un automorphisme extérieur de 53 (k). Cet élément <3?o vérifie d'autres relations algébriques 
(par exemple la relation du pentagone de Drinfeld si m = 3), étroitement liées aux propriétés 
de dépendance algébrique sur Q de ses coefficients. En particulier, <£>o et ses coefficients 
semblent reliés aux séries formelles et aux nombres zêtas multiples qui apparaissent dans |Enj . 
Cependant, seules les relations établies ici sont utiles pour définir les morphismes rationnels 
qui nous intéressent dans ce travail. 

3. ASSOCIATEURS DIEDRAUX 

3.1. Définitions. Soit k un corps de caractéristique 0. L'algèbre •À'(k) est une algèbre de 
Hopf complète au sens de Quillen (cf. |Qu| appendice A2). On note <g> le produit tensoriel 
complété et A : ^l'(k) — > A 1 '(k)(8>«4' '(k) son coproduit. Si x, y G *4'(k) on identifie x (g> y à son 
image dans A'(k)êA'(k). 

Définition 1. Soit m > 3 impair. Pour tout À £ I, on note A$$^(k) l'ensemble des 
$ G A'(k) tels que 

(3-1) A(<£») = $®$ 

1 m— 1 

(3-2) = suj— • $ 



(3-3) 



' m — 3 

2 



[]K.P)(^ +r .P 



r=0 



m— 1 



{u>— • P) = 1 



avec P = <I>e A * 1 . 

Définition 2. Soit m > 4 pair. Pour tout À G k, on note A$$^(k) l'ensemble des <ï> G „4'(k) 
tels que 

(3-4) A(<£>) = $ ® $ 

(3-5) (c' .0 = 1 

r=0 

avec £ = $e A4l (u;s • <î>~ 1 )e A * 2 . 

Que m soit pair ou impair, l'action naturelle ^-invariante de k x sur »4.(k) telle que fi»t r = 

/j,t r laisse stable A' (h) et envoie surjectivement Ass^(k) sur Ass^(k). D'autre part, les 

éléments grouplike <l?o construits de façon transcendante appartiennent à AsSjI™ (C), d'après 

les lemmes^àO! donc Ass^(C) 7^ pour tout m > 3. Remarquons que pour m = 3 on 
retrouve les équations des associateurs de Drinfeld, l'équation du demi-tour (|3-3j) étant celle 
dite de l'hexagone (l'équation du pentagone n'a pas de sens en rang 2). 
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Au premier ordre, on peut décrire <3? G Ass^ (k) par $ = 1 + J2T=o a r^r avec a r G k 
et on peut supposer a r = 0. Si m est impair, l'équation ()3-2|) impose a m _ r +i = — o r 

pour tout r, où on a convenu a m + r = a r . En particulier, ai = — ao. Dans tous les cas, le 
lemme suivant permet d'éliminer les coefficients ao et ai, en prenant f(X) = e a ° x . Il reflète, 
dans le cas de l'associateur transcendant le fait que l'on aurait pu modifier les conditions 
asymptotiques sur _Fo,+ (resp. par une fonction grouplike de to (resp. de t\). C'est un 

analogue du changement de jauge (twist) de Drinfeld. 

Lemme 4. Soit f(X) = exp(aX) avec a G k et $ G Asbs^O). ^ ore = /(*o) -1 $/(*i) G 
Ass^ (k). -De pZus, si m esi pair, <&/(ii) G Ass^(k). 

Démonstration. On a bien A(3>') = $' (g) <£>'. Si m est impair, 

. = /(ti)- 1 ^ 22 ^ . $)/(*„) = /(ti)- 1 ^ 1 /^) = (S')" 1 
d'où (JE2I) et, si l'on pose P' = &e xt \ 

P' = /(io)- 1 $/(ti)e Ail =/(t )- 1 P/(ti). 
Que m soit pair ou impair, si £ = $e Atl (u;s • <£> _1 )e A * 2 et £' = $'e Ail (ws • ($') -1 )e 2 , on a 

soit £' = /(t ) _1 £/(^) et w r «£' = /(t2r) _1 (^ r •0/(*2r+2)- On déduit alors de Q et B 
que $' G Ass^(k), soit la première partie de l'énoncé. Si m est pair et <&' = $>/(ii), est 
grouplike, ws»$' = (ws • et £' = £ d'où $' G Assole). □ 

La proposition suivante peut se démontrer par un calcul direct, assez long. Elle peut 
également se déduire de l'automorphisme « image miroir » de B. C'est ce que nous ferons à 
la fin de cette partie. 

Proposition 1. Pour tout A G k, Ass^(k) = Aœs_^ (k). 

3.2. Relations entre à et f. On fixe $ G Assl m ^(k), et on pose 

à = se xt0 , f = fcwse** 1 *" 1 . 

On a 

fer = $o»se A * 1 $~ :L se A * 

= ws(ws • $)e A ' 1 <î)~ 1 se A * 

= ^(a;^ 1 • $)e A *- 1 (s • $)~ 1 e A '° 

= ufu;- 1 .^) 

d'où, pour tout r > 1, 

1 m-l 
(3-6) (fà) r =w r J]cj m - J '.Ç = c; r J| 

j=r q=m—r 

m — 1 m— 1 -| 

Lemme 5. Si m est impair, (f à) 2 =u 2 p _i et 

m — 1 m — 1 1 m— 1 

â(f â) 2 = sa; 2 $ = (fer) 2 f 
Démonstration. Calcul direct à partir de (j3-fi|) . □ 
Lemme 6. Si m est pair, (fer) 2 = (<5f ) 2 = oj 2 . 
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Démonstration. On déduit par calcul direct de (|3-6j) que (rcr) 2 = u 2 . D'autre part, cr 1 = 
se~ A '°, f" 1 = fcwse" - **^ -1 . Comme $ G Ass^ m) (k) = Ass^(k), on en déduit que (r^cr -1 )^ 
oj 2 , d ou (crr) 2=^2=^2. □ 

3.3. Aspects particuliers du cas m pair. Au niveau des groupes diédraux, les principales 
différences entre les cas m pair et impair proviennent du fait que, si m est pair, W admet 
deux classes de conjugaisons de réflexions, et non plus une. Ceci a pour conséquence que, 
sous l'action de W, les générateurs t r de g(k) se répartissent en deux orbites, suivant que r 
est pair ou impair. En particulier, on peut étendre l'action de k x sur A(k) en une action de 
k x x k x , par (a, (3).t r = at r si r est pair, (a, /3).t r = f3t r si r est impair. On peut alors définir, 
pour A, G k, l'ensemble A$s^™ (k) des G •A'(k) vérifiant les équations (|3-4j) et (|3-5|) . avec 
cette fois £ = $e Xtl (us • Q-^e^ 2 . On voit facilement que (a,/3).Ass^(k) = Ass£^ (k), 
Ass^(k) = Ass^ m) (k). Enfin, si $ G AssH(lk) et à = se xt °, f = «Êwse^ 1 ^ 1 , on montre 
de même (crr) 2 = (rcr) 2 = u> 2 . 

On a donc AssJJO) = (A,//) • Ass^O) dès que A 7^ et [i 7^ 0. Les cas particuliers se 

ramènent donc à $ G AssQ^k) et $ G Ass^q (k). Dans le premier cas â = s donc à 2 = 1 
et f = $(jse* 1 $ _1 , dans le deuxième à = se to et f = $a;,s < I ) ~ 1 donc f 2 = 1. 

Soit (p l'automorphisme involutif de W défini par (p(s) = us, ip(uj) = uj~ 1 et / l'automor- 
phisme de g[k], donc de «4(k), défini sur les générateurs par /(t r ) = t_ r+ i. L'automorphisme 
/ est (/j-équi variant, au sens où f(g • x) = ip(g) • f(x) pour tous g G W, x G Ug(k). On en 
déduit un automorphisme involutif 3 de 23(k). Si m est impair, il s'agit simplement de la 

771— 1 

conjugaison par suj 2 . Si m est pair en revanche, (p est un automorphisme extérieur de W, 
donc il s'agit d'un automorphisme extérieur de 93 (k) qui étend ip, et échange to et t±. 

3.4. Morphismes de monodromie. On rappelle que l'on plonge 23'(k) dans 03 (k) par 
t r 1— ► t r — T/m. 

Fixons A G k, $ G Asss^k) c ^L'(k) et notons à = se xt °, f = Qujse^ 1 ®- 1 G Q3'(k), 
â = se Xto G ®(k), t = *wse Atl * -1 G Q3(k). On a à = â e - AT /"\ f = Te~ TX / m . 
Si m est impair, on déduit du lemmeElque 



771 — 1 v 771 — 1 777, — 1 



-1„AT 



tt „AT 



w 2 e 



cr(rcj) 2 = (rcr) 2 7- = SUJ 2 $ i e 

et (âr) m = (rcr) m = e 2XT . Si m est pair, on déduit du lemme^lque (crr)~ = (rcr) 
et (crr) m = e 2XT . Dans les deux cas, on a associé à $ G A$$^(k) un morphisme $ : i? —> 
Q3(k) x , groupe formé des éléments grouplike de 93(k), défini par cr ^ W, r 1— > r. Il est clair 
qu'il vérifie la condition fondamentale de l'introduction. 

Remarquons que de la donnée de $ on déduit A par la relation Q((crr) m ) = e 2XT . Si m est 
impair on peut également en déduire <£, par ^{a(ja) 2 ) = suj 2 <]> _1 e . En revanche si 
m est pair cela n'est pas possible puisque $ et <&e tl donnent lieu au même morphisme <&. 

On note p : 23 (k) — > kVF la projection sur sa composante homogèene de degré 0. Comme 
p o $(cr) = s et p o $(r) = ws on en déduit que p o <3? = 7r et que $ se restreint en un 
morphisme $ : P — > expg(k) = ^4(k) x qui s'étend en $ : P(k) — > expg(k) et finalement 
$ : J3(k) -> ®(k). Il est clair que, si / G P'(k), alors $(/) G expfl'(k). 

Nous établissons ici les propriétés élémentaires de ces morphismes. 
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Proposition 2. Soient A / et G A$s^(k). Le morphisme : B(k) — ► 25(k) x est un 
isomorphisme qui envoie P(k) (resp. P'(k)) sur A(k) x (resp. A'(k) x ). 

Démonstration. On montre d'abord que $ : P(k) — > expg(k) est un isomorphisme. Comme 
c'est un morphisme de k-schémas en groupes affines connexes (car pro-unipotents) il suffit 
de montrer que l'application tangente d<£ : L(k) — ► g(k) est un isomorphisme de k-algèbres 
de Lie filtrées complètes. Notons u r = expiv, v r G L(k). On a d<J>(i; r ) = 2Àt r + w r , avec 
«V de valuation au moins 2. De plus, $(Z) = exp(2AT), donc d$(z) = 2ÀT. D'autre part, 
u m _i . . . uiuo = Z donc vq + vi + - • - + v m _i = z. On en déduit un morphisme ip : g(k) — > L(k) 
tel que <^(t r ) = v r /2X. Alors c = d<I>o<^ est un endomorphisme de g(k) tel que c(t r ) = t r + w r . 
On en déduit que, pour tout x G g(k) la valuation de c(x) — x est strictement supérieure à la 
valuation de x donc c est inversible et d^ : L(k) — > fl(k) est un isomorphisme. 

On ap(5S(k) x ) = W et pof = tt, donc dès que À / on en déduit que $ : B(k) — >■ *B(k)) x 
est injectif. De plus, si a; G <B(k) x et = p(x) il existe er G B tel que vr(o") = xq. On a alors 
p($(cr)) = xq d'où ^(cj" 1 )^ G .À(k) x vaut <&(g) pour un certain g G P (k) et x = $(ag), donc 

est surjectif et donc un isomorphisme. 

□ 

Lemme 7. Soit m > 3 impair, À G k, $ G expg'(k). On a G Ass^(k) si et seulement si 
il existe un morphisme : B(k) — > (25(k)) x (nécessairement unique) tel que &(o~) = se A *° et 



$(r) = $wse Atl $ _1 , $(0) = aw ffl 3" i $- 1 e AT , $(0 2 ) = e 2AT 

Démonstration. Si $ G Assl (k), alors $ est bien défini et satisfait ces propriétés comme 
on vient de le montrer. Inversement, posons P = $>e xtl G «4'(k). De <£(0 2 ) = $(0) 2 on déduit 
(j3-2|) . On montre alors par calcul direct (cf. lemme [SJ) que 

/ / m — 3 



<I> ^(rcr) ro 2 1 J = 1 j u; ' J ' • | Y\ 



or • £ | |e' 

q=0 



m-f- 1 . . . m — 1 

avec ç = P(u 2 • P) soit, comme O = a(ra) 2 , 



S(O) = se At °$ ( (ro-)"^ ) = sw^* - ^^". 



m — 1 



On en déduit 



m + l 




U) a • u; 9 .£ = e ^ = P 



Atl — 1 TD 1 



d'où ((231). D 

Lemme 8. S'oit m > 4 pair, À G k ; <3? G expg'(k). On a G Ass^(k) si et seulement si il 
existe un morphisme : P(k) — > 53(k) x (nécessairement unique) tel que &(cr) = se At ° et 



$(r) = $wse Atl $ _1 , Ï(O) = u^e AT , $(0 2 ) = e 



2AT 
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Démonstration. Si $ G AffiS\"^(k), <î> vérifie bien ces propriétés. Inversement, posons £ 
ws«$ 1 )e A ' 2 . On montre par calcul direct (cf. lemmeEJ) que 

<I>((7-,t)t) III y/.^ I w fe AT 




d'où puisque 5((r(j)f ) = $(0) = w f e AT . □ 

Ces deux lemmes nous donnent une démonstration de la proposition ^ alternative au calcul 
direct. En effet, soit <î> G Assl m ^(k) et T l'automorphisme de B défini par a \— > cr -1 , r h- » r -1 
(« image miroir de la tresse »). Le morphisme T s'étend à B(k) et permet de définir \E' = $oT. 
On a *(<j) = se" A *°, *(t) = ^wse - ^ 1 * -1 , $(0 2 ) = <ï>(0- 2 ) = e" 2AT , T(O) = O" 1 donc 
^(O) = 2 e si m est pair, 

— \rp -i m — 1 m — 1 . m — 1 . \ ïti m — 1 , . -i \rp 

*(0) = e ~ AJ $ _i su;~ = slu~(su^~ • $)e~ A7 = sco~ i ($)~ 1 e~ A1 
si m est impair. On en déduit que ^ est le morphisme associé à $ et au scalaire —À, et que 
$ G Ass5?(k). 

4. Groupe d'automorphismes de 2?(k) 
4.1. Groupe spécial d'automorphismes. On suppose m > 3. On note 

O = CJT(T . . . . 
m facteurs 

Si m est impair, vr(0) est une réflexion. Que m soit pair ou impair, n(0) est d'ordre 2, donc 
O est justifiable de la notation <A> . 

Définition 3. On note G^ m -*(k) l'ensemble des couples (A,/) G k x x -P'(k) feZs gw'i/ existe 
un morphisme f : S — > S(k) satisfaisant à 

(4-1) a ^ a <A> 

(4-2) r ^ r i T < A >/ 
(4-3) O i — ^ <x> f si m est impair, O \— > <A> si m est pair. 

(4-4) O 2 i — > (0 2 ) A 

5i m est pair, l-^-ffi implique naturellement \4-4\) - On étend naturellement f en un automor- 
phisme continu pur de B(k). 

L'automorphisme / est bien déterminé par /. Inversement, si m est impair, la condition 
(j4-3|) montre que / est déterminé par /. On en déduit dans ce cas que l'application f t-*- f 
de G^(k) vers Aut(B(k)) est injective. Il n'en est pas de même si m est pair, puisqu'alors 
(à,t 2 /) correspond au même morphisme /. 

Soient maintenant fa, fa les automorphismes correspondant à deux éléments (Ai,/i) et 
(A 2 , / 2 )_de G( m )(k) et / = fa o fa. On a f(a) = a< x > avec A = AiA 2 , /(r) = /-V <A> / avec 
/ = fafa(fa) et f(0) vaut <x> f si m est impair, <A> si m est pair. On en déduit une loi 
de composition interne associative sur G( m )(k) donnée par la formule 

(Ai,/i)*(A 2 ,/ 2 ) = (A 1 A 2 ,/ 1 / 1 (/ 2 )). 
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Comme de plus (1, 1) est un élément neutre évident et que (À, /) * (A , (/ *)) = (1, 1) 

on vient de munir d'une loi de groupe, l'identifiant à un sous-groupe des automorphismes 
de B(k). 



Pour simplifier les notations, on notera à A fixé â = (cH 



G P(k) et 



î = T -i T <\> O = -i <\> 

On peut traduire la définition de G( m )(k) par des conditions algébriques sur les couples 
(A,/). Si m est impair les conditions que l'on obtient ici peuvent se simplifier (voir 15. 4|) , 

Lemme 9. G^Çk) est l'ensemble des couples (A,/) G k x x -P'(k) tels que 
(4-5) 

(4-6) 



O • / = / 1 si m est impair. 



n < 



ra) 



L 



m— 1 
" 2 



à = Of si m est impair, 



Y\ ((o~ T ) k • M) = Ô si m est pair. 



k=f-i 



avec L = &f~H{T • /), M = (r" 1 . (<r/- 1 ))f/. 

Démonstration. Soit (A,/) G G( m )(k). Si m est impair, les conditions (|4-3[) et ()4-4l) impliquent 
que (0 2 ) A = /(O) 2 vaut 

(0 <a> /)2 = (Q2) Vo/O-^O 2 ) V = (0 2 ) A (0 . /)/ 

car O 2 est central, d'où (|4-5j) . Soit V r = ar . . . (r facteurs) et 2£ r G -P(k) tel que /(VÇ.) = VÇ-^^. 
On a = a, f(Vi) = a <x> = aà = V\ô d'où E 1 = â. On a £ 2 r+i = (<7 _1 • #2r)£ et E 2r +2 = 
(t- 1 • E 2r+l f- l )Tf. On en déduit £ 2r+2 = ((t^O • E 2r )M et F 2r+3 = H" 1 • F 2r+i L 
où l'on a posé -EW+i = F 2r +ià, et enfin que 



E„ 



n 



fc =f-i 



CTT 



M ou E n 



n ( 



T<7 



L) 



a 



suivant que ra est pair ou impair. Comme V m = O, on déduit alors l)4-6|) de Q4-3JI . Inversement, 
on montre par la même méthode que, si (A, /) vérifie (031) et (031), alors (A, /) G G( m )(k). □ 

4.2. Action de G( m )(k) sur_A$s (m) (k). Soient $ G Ass^O) et (A,/) G G( m )(k). Leur 
sont associés des morphismes $ et / : 



B(k) X B(k) ^ *B(k) ; 



On a 



et 



($o/)( f 7) = $(a 



^(ct)^ 2 )^) = se^° (e 2 ^ ) 



se 



Xfito 



($ o /)(r) = ^(/-V^/) = $(/)" 1 $a; S e A ^$- 1 $(/). 
On pose alors $./ = <&(/) _1 $. On a donc $./ G expg'(k). 

Lemme 10. 5i $ G Aaa^ m) (k), (A,/) G G^ m \k) alors $./ G Ass^k). 
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Démonstration. D'après ce qui précède et les lemmes|3et|Hlil suffit de calculer les images par 
$ o / de O et O 2 . On a $ o f(0 2 ) = $((0 2 ) A ) = $(0 2 ) A = e 2Xf * T . Si m est impair, 

ïo/(0) = $(0 <A> /) = $(0)$(0 2 )J 1 $(/) 

= sw 2 T i t($./)- 1 e A ' iT . 
Si m est pair, $ o /(O) = $(0 <A> ) = ^(0)e^ x ^ = oj^ e x ^ T . □ 
Si $ G Ass^ m) (k) et / G P'(k), on peut toujours définir $./ = $(/) _1 $ G expg'(k). 

Lemme 11. Soi* $ G Ass^W e* / G P'(k). Sï S./ G Assj^k) avec A/i / a/ors 
(A,/)eG (m) W. 

Démonstration. Définissons /(c) = cr <A> , f(r) = f~ 1 T <x> f. Cette application s'étend en un 
homomorphisme de groupes du groupe libre sur a, r vers B(k), telle que $ o f = $./, donc / 
se factorise par B parce que 3> est injectif sur B(h). Par définition, / satisfait (|4-1|) . (|4-2jl . et 
$ o / = $./. On a 

$ o /(O 2 ) = e 2AftT = $(0 2 ) A = $((<3 2 ) A ) 
d'où f(0 2 ) = (0 2 ) A , soit (|4-4f) . par injectivité de De même, si m est impair, 

$ o /(O) = st j ÏZ ¥ i $- 1 $(/)e A ^ T = au 2 ^* -1 ^^/) = $(0 <A> /) 

d'où f(0) = <x> f par injectivité de <3?, soit (|4-3|) . Si m est pair, on conclut de même à 
partir de $ o f(0) = 3>(0 <A> ) = <x ^> . □ 

On note Ass£ m ^(k) la réunion des couples (À, $) pour À G k x , $ G Ass^(k). D'après le 
lemme [TOI on a une action à droite de G( m )(k) sur Assi m) (k) par (//,$). (A, /) = (//A,*./). 

Proposition 3. L'action de G^ih) sur A$$l m ^(k) est Zi&re et transitive. 

Démonstration. On démontre d'abord la transitivité. Soient $ G Ass^(k), $' G A$$^(k) 
avec A// / 0. On a cê'^ 1 g expg'(k). Posons / = î -1 ^'^ -1 ) G P'(k). On a alors 
$' = donc $' = $./ et (m/A,/) G G( m )(k) d' après le lemme 1111 donc l'action 

est transitive. Si $ = avec (A,/) G G( m )(k), alors $ = $ o / donc / est l'identité par 
injectivité de Cela implique A = 1 et, au moins si m est impair, / = 1. En général, comme 
/ G P'(k) on a $./ = donc = $ $(/) = 1 / = 1 puisque $ est injectif 

(A = 1 / 0). □ 

5. Existence d'un associateur rationnel 

5.1. Généralités. On fixe m > 3, ce qui nous permet d'ôter l'exposant (m) des notations. 
L'action de k x sur QS'(k) qui à a G k x et tj G QS'(k) associe ati induit une action de 
k x sur A$$*(k) : à a G k x et (A, 3>) G Ass*(k) on associe (Aa,$ a ) où <3? Q est l'image 
de $ G Q5'(k) par l'action de a. Le quotient Ass*(k)/k x s'identifie à Assi(k). On note 
j : Assi(k) ^ A$$*(k) et q : A$$*(k) -» Asffii(k) les injections et surjections canoniques. 
Si $ G Assi(k) et / G G(k) on pose $*/ = q($.f). C'est une action de G(k) sur Assi(k). 
Supposons Assi(k) 7^ et choisissons $ G Assi(k). Considérons la suite 

(5-1) 1 -> Gi(k) -> G(k) k x -> 1 
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où i/(A, /) = A. Elle est exacte si et seulement si v est surjective. Pour tout A G k x on a 
<&\ G Ass\(h) C A$$*(k) donc il existe un unique g = (A, g) G G(k) tel que <3?a = 
Posant ©$(A) = g on a donc 0$(1) = (1, 1) et v o ©$(A) = A, donc (|5-1|) est exacte et à 
chaque <I> G A$$i(k) correspond une section de v. On a 

9$(k x ) = {g G GT(k) | 3A G k x $ A = <î>.g} 
= {g G GT(k) | = $} 

= {g G GT(k) | $ = 

ainsi ©$(k x ) est le stabilisateur de $ pour l'action de GT(k) sur A$$i(k). D'autre part, 
notant <5(k) et Ço(k) les algèbres de Lie respectives de G(k) et Gi(k), on en déduit une suite 
exacte 

(5-2) g (k) -► Ç(k) ^ k -► 

et une section d©$ de dzA Notant (\,g\) = 0$(A), on a 

(5-3) $ A = cJ>. 5a = ^(g" 1 )® = (5 o 9 $ (A- 1 ))cD 

D'autre part G(k) C k x x P'(k), d'algèbre de Lie k x L'(k). Posons dO^l) = (l,tp) G 
k x L'(k), d'où d©$(Z) = Pour tout $ G -4/(k), considérons le morphisme de schémas 

G m — > A'(.) qui à a G k x associe Q a G «4'(k). Sa différentielle permet de construire une 
dérivation d de ^4'(k) définie par &i +e i = $ + eld<& pour e 2 = et l G k. Différenciant 1)5-3(1 

en A = 1 on obtient alors d& = — (d<l o d©$(l) ) <ï> soit 



(5-4) (0$) = -d$(V>) 

L'existence d'un associateur transcendant implique Assi(C) ^ 0, donc les suites (|5-1|) et (|5-2(l 
sont exactes, c'est-à-dire que dv est non nulle sur les points rationnels complexes. Comme 
dv est définie sur (Q, il s'ensuit que dv est non nulle sur (Q, donc que (|5-2|) est exacte pour 
k = (Q. Il existe donc (1, i>) G Ç7(<Q) tel que ip ^ 0. 

Dans le cas pair, nous aurons besoin d'introduire un sous-groupe propre de G(k). On note 
J l'automorphisme de B défini par J(<r) = r, J(r) = a. Quand m est impair, il s'agit de la 
conjugaison par O. Lorsque m est pair, il s'agit d'un automorphisme extérieur de B. Dans 
les deux cas il se restreint en un automorphisme extérieur de P, et il se prolonge en un 
automorphisme de B(k) qui laisse stable P(k) et P'(k). 

On note 3 l'automorphisme de Q3(k) défini par 3(s) = ws, 3(w) = w -1 , 3(i r ) = f-r+i- 

m — 1 

Quand m est impair il s'agit de la conjugaison par su;~ ~ y quand m est pair d'un automor- 
phisme involutif extérieur de 55 (k). 
On définit 

A$$ A (k) = {$ G P'(k) | (A,*) G Ass A (k), = 
Asas'(k) = {(A,$) G Ass(k) | = 
G'(k) = {(A,/)GG(k) | J(/)=r 1 } 

et As<(k) = Ass'(k) n Ass*(k). Soit $ G Ass A (k) et $ : P(k) -> <B(k) x le morphisme 
associé. On a 3(5>(cr)) = wse A41 = • $(r) et 3($(r)) = <& _1 • $(cr). On en déduit 

(5-5) 3 o $ = Ad($ _1 ) o $ o J 

Si (A, /) G G"(k) et / : P — > P(k) désigne le morphisme associé, on a 

(5-6) /o J = Ad(r 1 )o Jo/ 
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A 




FiG. 2 - L'automorphisme extérieur j pour m = 8 et m = 4 



On en déduit que G' (h) est un sous-groupe de G (h). De plus, on déduit de (|5-5|) que Ass'(k) 
est stable sous l'action de G' (le). Enfin, si $ G A$$' M (k) avec fi ^ et / G P'(k) tel que 

G A$$' AM (k), alors on sait d'après le lemmelTTIque (À, /) G G(k). On a donc = 
et 3 o = On en déduit 5 ° = Ad($- 1 ) o $ o J(/- 1 ), d'où 

/ = J(/) _1 d'après (|5-5|) et l'injectivité de <&. Ainsi l'action de G' (le) sur Ass'^(k) est libre 
et transitive. Si m est impair on a évidemment Ass(k) = Ass'(k), G(k) = G'(k), etc. 

Lemme 12. L'associateur transcendant $o appartient à Ass- 7r (C). 

Démonstration. On note j le générateur de %/2%. On a des actions de sur A' (h) et 

1R 2 , en faisant agir j sur «4'(k) par Z, et sur 1R 2 comme réflexion par rapport à la droite A 
d'équation y = — xcotg| (cf. figure |2j). 

La forme différentielle fi' est alors invariante par j, et si -Fo,+> ^b,- son t définis comme en 
section 3 on a j.Fq )+ = F\ par comparaison des comportements asymptotiques. On déduit 
alors de F\- = F 0>+ <f> que 3($o) = $ô D 

Le raisonnement précédent s'applique alors, en remplaçant G(k), Gi(k) par G'(k), G' x (k) = 
G'(k) n Gi(k) et Ç(k), Ç (k) par les algèbres de Lie Q'(k), Ç' (k) de G'(k), G'^k). 

On cherche donc à résoudre (|5-4|) avec (1,^0 G Ç'Çk). Pour ce faire, il nous faut d'abord 
définir $ pour tout $ G A'(k) de terme constant égal à 1. 

5.2. Le morphisme <î>. On rappelle que, si A est une algèbre de Hopf (complétée), A x 
désigne le groupe des éléments grouplike de A, et que si A est une algèbre A* désigne le 
groupe des éléments inversibles de A. 

On suppose m impair. On a défini des éléments U2 r = {to-) v • a 2 , U2 r +i = (to-) t • r 2 et 
noté que P'(k) est engendré par ù r = u r Z~ pour < r < m — 1 soumis à l'unique relation 
ù, m _i . . . ûq = 1. Il s'identifie donc à la complétion k-prounipotente du groupe libre sur toute 
partie à m — 1 éléments de {ùq, . . . , n m _i}. D'autre part, l'automorphisme J laisse stable 
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P'(k). On montre facilement les identités suivantes 

(5-7) Vr G [0, j] u m .2r = (ra)~ r • a 2 

(5-8) Vr G [0, y] u m _ 2r+1 = (ra)~ r • r 2 

On note x\ = u%, xo = uq, x r = u r . . . U2U1 pour r > 1, x r = UQU m -\ . . . u m+r pour r < 0. 
On montre par récurrence sur r que 

(5-9) Vr > 1 X2r = T°" r ^ ■ ■ T J °' 1 T aT ^ ■ ■ T s = ( Ta ) r ( a " r Y 

2r-l 2r-l 

(5-10) Vr > x 2r+ i = { tôt. ■ ■ r ) 2 = ((rcrfr) 2 

2r+l 

(5-11) Vr > x-2r = { ara. ..a) 2 = ((fTr)V) 2 

2r+l 

(5-12) Vr > 1 x-2r+l = f rcr j • • a , 7-2 P" rcr j • • a . = ( <Tr ) r ( r<T ) r 

2r-l 2r-l 

D'autre part, on a ni = x±, uq = Xq, u r = x r x~\ pour 2 < r < y, u m _ r = x^ r x_ r pour 

1 < r < ^Ç^. Posons x r = x r Z~^ pour r > 1, x_ r = x_ r Z~^~ pour r < de telle sorte que 
x r G P'(k). On a alors 

(5-13) Vr > 1, J(x r ) = x— r+ \. 

Si m est impair, considérons les deux ensembles 

{Ûo,Ùl, • • • ,ÛlJ^,Ûm±3, . . . ,Ù m -l} = {ÛO, • • • ,Ûm+l, . . . ,Ù m _l} 
2 2 2 

et { }. Le groupe P'(k) est libre sur le premier ensemble, donc 

2 2 ____ 

sur le deuxième d'après les identités précédentes. Pour construire un morphisme $ : P'(k) — ► 
«4'(k) il suffit donc de déterminer ses valeurs sur l'un de ces deux ensembles. 

Si m est pair, la relation ù m -\ ...Ûq = 1 est équivalente à xrnxi_™ = 1. Pour construire 

un morphisme : P'(k) — > ^4'(k) il suffit donc de déterminer des valeurs $(x r ) telles que 
$(£a)$(xi_ç) = 1. 

Pour tout $ G *4'(k)* tel que <ï> = 1 mod ^(k), on note 

cr$ = se'°, r$ = ^Lose 11 ^ 1 G QS'(k) 

et on définit un morphisme : P'(k) — > _4'(k)* par les formules de la table ^ On en déduit 
les valeurs de $ sur les éléments û r (table EJ). Soit enfin $>' = 3( ( î )_1 )- Comme J(x r ) = x\- r 
et Ad($>) o 3 envoie cr$/ et r<j>/ respectivement sur r$ et <t$, on a 

(5-14) Ad($)o>i' = ioJ 



5.3. Existence et unicité d'une solution. Pour tout n > on note -4/ n (k) l'idéal de A'(k) 
formé des éléments de valuation au moins n. 

Notons ûi = expvi, Vi G L'(k), et d<3? : L'Çk) — > _4/(k) l'application tangente. On déduit 
des formules de la tableElque, pour tout 0<i<m-l, ona d$(vi) = 2ti mod A' 2 (^)- C'est 
immédiat pour m impair (pour i = m-lon utilise ù m -\ . . . ÛiÛq = 1), et pour m pair les seuls 
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<£>(x 2 r) 
|(*2r+l) 
J(£-2r) 
5(x_ 2r +l) 

) 

v 2 ' 



(r$a$) r (cr$r$) 
((r <î ,o- (ï ,) r r <î) ) 2 
((<T$r, î ,) r o-$) 2 
(<T$r$) r (r$cr$) 
a; 2 (a. 

m . 

w 2 (r, 



■m. 



4 (ct$t$ J 4 
4 (r$(T$ J 4 



)(r$o- . . .) 

m 
2 

— I -1 -1 M \ 



SI 

si 
si 
si 
si 
si 
si 



1 < 2r < f 
1 < 2r + 1< § 



1 



< 



1 - — < 

1 2 ^ 



2r < 
2r + 1 < 
m/2 est pair 
m/2 est pair 
m/2 est impair 



si m/2 est impair 



Tab. 1 - Valeurs de sur la famille x 




FiG. 3 - (u r ) et (x r 



cas non triviaux sont i G {^,1 + ^}- Dans ces cas, on remarque (t$<t$) 2 = tu 2 modulo 



E 



fc=0 



SUT 



G kVK agit par sur la composante 



w4 2 (k), qui découle de ce que Ylk=i w 
homogène de degré 1 de A' (h). 

En particulier, si $ x = <£> 2 mod ^.(k) on a d^ 1 ^) = dî> 2 (î;j) mod A' r+1 (h). On peut 
alors considérer l'équation (j5-4|) pour $ G *4'(k) tel que $ = 1 mod «4^(k). 

Proposition 4. existe un unique $ = 1 mod •A'i(k) dans A' (h) qui vérifie j5-4\) - De plus, 
un tel 3> appartient à expg'(k). 

Démonstration. On a 9$,d<î>(V0 G ^(k) donc (|5-4|) est vérifiée modulo Ai(h). Supposons 
démontré qu'existe $ = 1 mod ^(k) vérifiant Q5-4|) modulo »4£.(k) pour un certain r > 1, 
et que toute autre solution soit congrue à $ modulo «4£.(k). Pour montrer la même chose au 
rang r + 1, il suffit de montrer qu'existe un unique G A' (h) homogène de degré r tel que 
$ + <£>' soit solution de Q5-4JI modulo ^4. / r+1 (k), c'est-à-dire 

(9$ + + ^T 1 = -d (VO mod ^.+i(k). 
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Pour tout m : 


$(Ù2r) = (T$CT$) r • Cr| 


2 < 2r < f 


$(ù 2r +i) = (r$a$) r • r| 


2 < 2r + 1< f 


Pour m impair : 


~ , . . , , , 2r-l-m n 

*(«2r) = (T$fT<ï,) 2 • T | 


m + x < 2r < m 1 


~ , . , , > 2r + l-m 

${u 2r +l) = (T$fT$) 2 «cri 


m + 1 < 2r + 1< m 1 


Pour m pair : 


$(Ù m _ 2r ) = (r$CT$) r • cr| 


1< 2r < "V 2 


$(Ù m _ 2r +l) = (r <ï ,CJ$)" r • r| 


1< 2r + 1< m - 2 


\ — / — 1 — 1 \ — 9/ — 1 — 1\ — 


Y pair 


= wf (f* 1 ?* 1 • • O-rlC^Vj 1 . . .) 

m m 
2 2 


Y impair 


/ ~ \ 22./— 1— US 9/ - 1 _ 1 \ 22 / \ 22 

$(u22 + i) = w 2 (<7 $ r $ ) 4 r4(r $ <r $ ) 2 (t$<t$) 4 


Y pair 


\ 22/ —1 1 \ m ~2 _-, _1<,22 9/ m ~2 

= w 2 (o- s r $ ) 4 ( r$ ^ ) a o£(7frer*) 4 


y impair 



Tab. 2 - Valeurs de $ sur la famille ù 



Or d$ + $'(ui) = d$(v») mod^' r+1 (k) donc d$ + $'(■!/>) = d$(^) mod A' r+1 (k). D'autre 
part <9$> + d& G ^(k) donc 

(0$ + + = (d$ + d®')®- 1 mod A' r+1 (h), 

et l'équation est équivalente à (<9<1> + = — d<ï>(V>) mod ,4j. +1 (k) c'est-à-dire 9$' = 

— ^$(-0)^ ^ — d& et ô^' est uniquement déterminé. Enfin, d se restreint en une bijection 

sur chacune des composantes homogènes de degré au moins 1 de -4'(k), donc & existe et est 
uniquement déterminé, ce qui nous permet de conclure par récurrence l'existence et l'unicité 
d'une solution. 

Comme ifi G <5(k) et d'après les formules de la table on a d&(ip) G expg'(k) donc 
A(d$(?/>)) = d$(^) <8> d$(^). Par l'action naturelle de k x sur A'(k)êA'(k) on peut définir, 
de façon analogue à d, une dérivation de A Çk)(8)A (k) que l'on note encore d. On a 

d($ <g> <£>) = d$ <g> $ + $ <g> <9$ = -(d$(V>) 1 + 1® d$(^))(^ &> $) 

soit <9($ (8) $) = -A(d3>(^))($ (g) $). 

Comme Aod et <9o A sont deux applications linéraires continues g : *4'(k) — > A' (kfâA 1 (k) 
qui vérifient toutes deux l'équation g(RS) = g(R)A(S) + A(R)g(S) et coïncident sur les 
générateurs (ij), onaAoô = ôoAet 9(A($)) = A(<9$) = -A(d$(^))A($). Ainsi $ $ et 
A(<ï>) ont la même image par l'application K ^ (dK)K , donc ils sont égaux parce qu'ils 
ont même terme constant, donc <£> est grouplike c'est-à-dire <1> G expg'(k). 

□ 

Corollaire. Si <ï> = 1 mod A[(k) et $ ve'n/ïe \5-4\) , alors <3? _1 = 



22 



I. MARIN 



Démonstration. On pose <£>' = 3($ x ). D'après (j5-14l) on a Ad(<î>) ojo d<3?' = d$ o J. D'autre 
part, comme ip G É?'(k] on a J(V0 = — V' Alors = 1 implique 

£>($') = • = • 3f(d*(-^)) = • 3 o d$ o J(^) 

Or Ad($') o 2 o d$ o J = Ad($') o 3 o Ad($) o 5 o d$' = Ad($'3($)) o d$' = d$' d'où $' vérifie 
(|5-4j) d'où $ = et <î> _1 = 3(3») par unicité. 

□ 

Il reste à vérifier qu'une telle solution vérifie l'équation du demi-tour. 

5.4. L'algèbre de Lie Ç'(k). Soit (l,ip) G Ç'(k). Comme J(/) = Z" 1 pour tout (A,/) G 
G"(k) on a, d'une part J(V0 = — ip, d'autre part les équations (|4-6|) se simplifient. En effet, 
posons F = âf- 1 . On a L = F^jof^ • F) = F(t • J(F)). De même M = (r^ 1 • F)J(F) 
d'où (o-T)- k »M = T- 1 (ra)- k • (F(r • J(F))j. Posons F' = F(t • J(F)). Puisque r commute 
à O lorsque m est pair, on en déduit que / vérifie les équations 



(5-15) 



n ( 



\ 



ra 



,-Jfe 



F') 



m — 1 
" 2 



/ 



n ( 



ra 



,-k 



• F' = 



suivant que m est pair ou impair. 

Pour linéariser (|5-15j) on pose X = 1 + el, f = exp(ef/0 avec tp G L'(k), e 2 = 0. On a a 2 = 
«o = exp(uo) d'où â = exp(e|uo)> Ô = exp(e|z). On en déduit F = âf~ l = expe(|fo — if>) e * 
t • J(F) = expe(|î;i — r • J(ip))- Soient Xq, . . . ,X m -i une famille d'indéterminées indexée 
par Z/mZ, et TZ = k < A , . . . , A m _i > /(e 1 " 1 " 1 . . . e x ° - 1). On note n l'automorphisme 
de TZ défini par Xi i— > Aj + i, et pour 5 G TZ on note r/.5 l'image de S par cet endomorphisme. 
Pour tout m-uplet x = (xq, • • • , x m -i) d'éléments de L'(k) ou ^(k) tels que e x ' m_1 . . . e x ° = 1 
on définit S(x) par spécialisation. Soit v_= (vq, . . . ,v m -i), avec = v, — ^ et 5 G TZ telle 
que "0 = S(v). 

On a (rcr) • v r = v r +2 et on vérifie facilement r -1 • u r = J(u r —\) donc v r = t • J(û r _i). 
On en déduit que r • </(V0 = {f]-S){v) et ra • ip = (r] 2 .S)(v). On déduit alors de (|5-15|) que 



m— 1 



(5-16) 



m— 1 



E ^fê) -ôE^ = 



fc=0 



fc=0 



On en déduit que, pour tout m-uplet d G ^(k)" 1 tel que e° 



e d ° = 1 mod _4 n +i(k), 



m— 1 



m— 1 



(5-17) 



5.5. L'équation du demi-tour. On suppose que $ satisfait (|5-4|) . et on pose P = ^e* 1 , 
£ = $e t:L (oj8 • $~ 1 )e* 2 . Les équations 1)3-3(1 et (j3-5|) s'écrivent alors Q = 1 avec 



~ m — 3 

2 



m— 1 
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suivant que m est pair ou impair. On a PujsQ = t$ et T$a$, = d'où 

n-1 

Posons D(Q) = (dQ)Q- 1 . De D(AB) = D(A) + A • D(B) on déduit L>($" 1 ) = • 

et = £>(*) + P • ii - r$ • Z>(S) + £ • i 2 . On note g = 1, 9i = P, Q2r = (r*<r$) r , 

92r+i = (T$<7$) r P, et t' r = q r • t r . Ainsi 

m — 1 m i 

m 2 2 1 

£>(Q) = Z) < + Ë ( r * <7 *) r * D W ~ Yl (.-r^Yr* • £>($) 

r=l r=0 r=0 

que m soit pair ou impair. On veut montrer Q = 1. Pour ce faire, on va montrer par récurrence 
Q = 1 mod *44(k) pour tout n > 1. On note que, à n fixé, c'est équivalent à D(Q) = 0. 
Soit donc n > 1. A partir de maintenant, les congruences seront toujours comprises modulo 
*4 n _l_i(k). On suppose donc que Q = 1 + R avec R polynôme de Lie homogène de degré n. En 
utilisant les formules de la table (J2J) on en déduit par un calcul direct les formules 

(5-18) Vr > t' r+m = t' r 

(5-19) Vr G [0, m — 1] d*(S r ) = 2t' r . 

D'autre part, en utilisant les identités q^r+ll^r = • (e - * 1 ^ -1 ) et q^^ir-i = u r s» (e~*°$), 
on montre par récurrence sur r G [1, m — 1] la formule 

(5-20) e 2 C-i e 2 C-2 . . . e 2t 'm-r = Q e ~ to {s • q r )e tm - r q^_ T 

En particulier, pour r = m — 1 on a 

e 2 *--i . . . e 2 *'i = Qe _to (s • Q)e"* 

On pose C-i = C-i " *ï = *i " ( s « *i = *• si i £ {1, m - 1} et t" = (tg, . . . , C~i), 
de telle façon que e 2 *™- 1 . . . e 2 *" = 1. On utilise maintenant 

Z>($) = -d$(V>) = -dï(5(u)) = -S(d$(u)) = -5(4" ) 
On en déduit (r$<7*) fc • £>($) = -S^a^f • t" ) = -(r/ 2fe .,S)(f ). D'autre part, 

r$ • = -r$ • d$(V>) = r$ • d$ o «/(?/>) 

= Ad(r$<î)) o d$(-0) = ^wse* 1 • 3(d$(^>)) 
= a(^ _1 se*° • d$(V>)) 

Comme on déduit des définitions que &~ 1 se t ° • t' r = on a 

• £>(*) = S^W • S(f )) = fa.S)(t") 

et plus généralement (r$<T$) fc r$ • £>($) = (r/ 2k+1 .S)(t"). On a donc 

m— 1 

D(o)=*i+--+c-E(^(f) 

fc=0 

Appliquant ()5-17|) avec I = 1 on en déduit D(Q) = R + s • R. En utilisant 3(3>) = < ï >_1 si 
m est impair et la centralité de to~ dans le cas pair, on a w • Q = Ç _1 • Q donc lu • R = R. 
Ainsi la classe de D(Q), donc R, est invariant sous l'action de W, et D{Q) = ni? = 2i?. Ainsi 
R = 0, sauf peut-être si n = 2. Pour conclure il nous suffirait de montrer que l'espaces des 
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polynômes de Lie homogènes de degré 2 n'admet pas de vecteur invariant pour l'action de 
W. C'est vrai si m est impair. 

En effet, notons V (resp. V) l'espace des éléments homogènes de degré 1 de _4(k) (resp. 
A'(k)) muni de l'action restreinte de W. Sous cette action, V ~ V © 1, et A 2 V ~ A 2 V V . 
Il suffit de montrer que E = A 2 V ne contient pas la représentation triviale de W. On constate 
aisément que le caractère xe de E vaut sur les rotations non triviales et sur les 

réflections. Comme dimE = m (™ Q n en déduit que le produit scalaire de \E avec 1 est 
nul, ce qui conclut. 

Dans le cas pair, il nous faut utiliser de plus l'invariance par Z- Comme = 3> -1 on a 
5(0 = $~ 1 se t ° et Z{Q) = {$~ 1 e t °) •(s»Q) donc Z{Q) = s»Q = Q et R est invariant sous 
l'action de 3- La conclusion découle alors du fait que l'espace des polynômes de Lie homogènes 
de degré 2 de A' (h) invariants par W et 3 est nul. 

En effet, si l'on note VL = Ad(s) o> Ad(cj), S = Ad(s). Alors 0(i r ) = t r+1 , 9, o 5 o U = S, 
S 2 = 1. Soit W le groupe diédral engendré par O et S. Il suffit de montrer que E = A 2 V 
ne contient pas de vecteur invariant par W' . Le caractère xe de E vaut sur les rotations 
non triviales, xe{^~) = —m/2, xe{S) = (4 — m)/2 et xe(SQ~) = (2 — m)/2. On en déduit 
(x_B | 1) = 0, ce qui conclut. 

6. Appendice 1 : équations Fuchsiennes formelles 

Nous établissons ici des résultats bien connus sur les équations différentielles fuchsiennes à 
valeurs dans une algèbre de Hopf complète, pour lesquels nous n'avons pas trouvé de référence 
convenable. 

Soit X un ensemble fini, et M le monoïde libre sur X. On note son élément neutre, 
et {a, P) i— > a * P son produit de concaténation. Pour tout corps k on note A^(k) la k- 
algèbre de Magnus sur X, c'est-à-dire l'ensemble des séries formelles sur k en les variables 
non commutatives éléments de X. Si k est un corps topologique, on munit A4(k) de la 
topologie produit, c'est-à-dire la topologie de la convergence simple, et de sa graduation 
naturelle A4(k) = ^^^(k) et des projections naturelles ir a : Ai(h) — > A4 a (k) = k pour 
a G M. Enfin, on note uj : A4(k) — ► N la valuation associée à la graduation totale (uj(x) = 1 
pour x E X). 

Pour tout ouvert !/cC (resp. U C E) on dit classiquement que C : U — > A4(C) (resp. 
C : U — > A4(]R)) est analytique sur U si et seulement si ir a oC est analytique sur U pour tout 
a G M. 

Soient A£X,D = {z£<C \ \z\ < 1} et C : D — » A4(C) analytique sur Z) telle que, pour 
tout z G D, C(z) = C(z) et lo(C(z)) > 1. On considère l'équation différentielle 

(6-1) G'{z) = (± + C{z)^G{z) 

Elle se restreint en une équation différentielle réelle sur ]0, 1[, 

(6-2) G'(x) = (^ + C(x))G(x) 

Lemme 13. Il existe une seule solution G+ de 16'- ty) sur ]0, 1[ telle que G+(x) ~ x A quand 

Dans cet énoncé, x A = exp(^4 log(x)), et G(x) ~ x A signifie que G(x)x~ A est une fonction 
analytique sur ] — 1, 1[, qui vaut 1 en 0. 
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Démonstration. On cherche G+(x) sous la forme P(x)x avec P analytique et -P(O) = 1. 
Ainsi P(x) = Y^=oPnX n , Po = et p n G .M(IR,). L'équation (|6-2j) se réécrit sous la forme 

P(x)- + P'(x) = -P(x) + C(a?)P(s) 

soit (*) xP'(x) + \P(x),Â\ = xC(x)P(x). Notons C(x) = Y^=o c nX n ■ L'équation implique 
alors 

np n + \p n ,A]= ^2 c r+lPs 
r+s=n 

pour tout n > 0. Le membre de droite ne comporte que des p s pour s < n, donc l'unicité 
et l'existence d'une solution formelle découlent par récurrence de l'inversibilité dans .M (lk), 
pour tout n > 1, de l'opérateur n — ad(j4). Il reste à vérifier l'analyticité de P ainsi défini. 
Notons 

avec f a , 9a S l es 9a étant analytiques. Comme -P(O) = 0, on a / a (0) = si ui{a) > 1, 

/0(O) = 1. L'équation (*) s'écrit alors 

£ \xf a {x)a + f a {x){a-kA-A-ka)- £ xg (3 (x)f 1 (x)a\ =0. 

En particulier xf^(x) = xg$(x)f$(x) donc f^(x) = 9%{x)f${x) pour x ^ 0. Or g${x) = donc 
/g (x) = et comme / (O) = 1, on a / (x) = 1. 

Pour tout a G M, on note a' (resp. a") l'unique monôme tel que a = a'-kA (resp. a = A-ka") 
s'il existe, f sinon et on pose f]{x) = 0. Comme g%{x) = on a, pour tout a tel que oj{a) > 1, 

f' a (x) = fa " {x) - fAx) + £ W (x)/ 7 (x). 

w(7)<aj(a) 

Supposons que les / 7 (x) pour 1^(7) < a;(a) soient analytiques sur ] — 1,1[. De plus / 7 (0) = 
0, sauf si 7 = 0. Ainsi / a »(0) = / Q '(0) = sauf si a = A. Mais alors a' = a" = et 
f a "{x) — fa'(x) = 0. Dans tous les cas on en déduit que f' a {x) G R[[#]] et admet un rayon de 
convergence au moins égal à 1. Il en est donc de même pour f a , et on conclut par récurrence 
sur uj(a). □ 

On démontre de la même façon le lemme 

Lemme 14. // existe une seule solution G_ de sur ] — 1,0[ telle que G~(x) ~ (— x) A 

quand x — > 0~ . 

On montre facilement que ces solutions G+, GL s'étendent analytiquement au domaine 
complexe simplement connexe D' = D \ iR_ (voir figure 0J en des solutions de l'équation 
(|6-1|) . Pour étudier ces prolongements, on introduit Log(z), branche du logarithme complexe 
défini comme le prolongement de log(x) pour x G W + sur D' et, pour z G D', on note 
z A = exp(^4Log(z)). On a, pour x G]0, 1[, Log(— x) = log(x) + iir d'où 

(— x) A = exp(ALog(— x)) = exp (A(i-k + \ogx)) = x A exp(i7rA). 

Notons alors G[z) = G + {z)e-' mA . C'est une fonction analytique sur D' qui vérifie l'équation 
Il existe une unique fonction P+(x) analytique réelle sur ] — !,![ telle que G + (x) = 
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X 



FiG. 4 - Le domaine D' 



Ps r {x)x A pour tout x G]0, 1[. On en déduit G + (z) = P + {z)z A pour tout z G D'. En particulier, 
pour x G] — 1, 0[, 

G{x) = P + {x)x A e~' mA = P + {x){-x) A . 

On en déduit que G{x) est une fonction analytique réelle sur ] — 1,0[ telle que G{x) ~ (— x) A 
quand x tend vers _ . D'après le lemme El cela signifie 

Lemme 15. Pour tout x G] — 1,0[, G+(x) = G-(x)e inA 

L'algèbre Ai(k) est la complétion de l'algèbre enveloppante de l'algèbre de Lie libre sur 
X. Elle est donc munie d'une structure d'algèbre de Hopf complète au sens de Djï . Soit 



V C <QX C .M(]k) un sous-espace vectoriel des combinaisons linéaires rationnelles d'éléments 
de X, On note 14 (h) le quotient de Ai(k) par l'idéal de Hopf fermé qu'il engendre, et U l {k) = 
kX/V ® k C U{k). Soient A l'image dans U{k) d'un A G X et C : D -» U 1 ^) tel que 
C(z) = C(z). Si l'on considère l'équation 16-21 avec cette fois G à valeurs dans 14 (R), les 
lemmes précédents sont encore valables. En effet, l'unicité des solutions se démontre de la 
même façon, et leur existence découle d'un relèvement de A en A et de C en une fonction 
analytique C : D — > 7W(C). On invoquera donc ces lemmes également dans ce cadre. 

Soit A le coproduit de U(k), et notons B(z) = 7 + C(z). Pour tout z G D' , comme C(z) 
est primitif -B(z) l'est également. Alors 

A(G(z))' = A(G'(z)) = A(B(z))A(G(z)) = (B(z) + B(z))A(G(z)) 

Soit G(z) = G{z) G{z). On a 

G'{z) = G'{z) (8) G(z) + G'{z) ® G{z) = (B(z) <g> 1 + 1 ® B(z))G(z) 

Ainsi, G(z) (8) G(z) et A(G(z)) vérifient la même équation différentielle, et la même condition 
asymptotique parce que z A est grouplike. Le lemme ITÏÏ1 appliqué à U(k)&4(k) considéré 
comme quotient de l'algèbre de Magnus sur X x X permet de conclure la démonstration du 
lemme suivant : 

Lemme 16. Si C(x) est primitif pour tout x G] — 1,1[ alors, pour tout z G D' , G+(z) et 
G- (z) sont grouplike. 
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7. Appendice 2 : le cas m = 3 et les associateurs de Drinfeld 

7.1. Associateurs de Drinfeld et associateurs diédraux. Soit À G k. Un associateur 
de Drinfeld <p(A, B) tel que défini dans |Drj est l'exponentielle d'une série de Lie en deux 
variables A et B, que l'on peut considérer comme l'exponentielle d'une série de Lie en A, B, 
C avec relation A + B + C = 0. Elle est soumise aux relations 

(7-1) <p(B,A) = V (A,B)- 1 

(7-2) e XA if{B, A)e XB cp(C, B)e xc <p(A, C) = 1 

ainsi qu'à une troisième relation qui ne nous sera pas utile, appelée équation du pentagone. 
A un tel associateur on peut associer des morphismes B — ► 55 (k) où B et 53 (k) sont associés 
non plus à des groupes diédraux mais aux groupes de Coxeter de type A n pour tout n > 2. 
Si n = 2, il n'est pas nécessaire d'imposer à cp de vérifier l'équation du pentagone pour que 
l'application définie par Drinfeld soit un morphisme. Comme A2 = -^(3), nous précisons ici 
les rapports entre ces associateurs de Drinfeld et le cas m = 3. 

Soit m = 3, tp un associateur de Drinfeld, Tp = tp(to,ti) G expg'(k), $ = (tp)~ l = tp(ti,to). 
On a su; • to = ii, su • t\ = to, suj • t 2 = £2- On déduit alors de (|7-ll) que $ vérifie Q3-2JI . et 
de (|7-2() que $ vérifie ()3-3(l . L'ensemble des associateurs de Drinfeld associés à À G k s'injecte 

donc dans A$$ x (k). 

7.2. Le groupe de Grothendieck-Teichmuller. Drinfeld introduit d'autre part un groupe 
GT(k), dit de Grothendieck-Teichmuller, formé des couples de la forme (X,g(X,Y)), où À G k 
et g(X,Y), élément de la complétion pro-k-unipotente du groupe libre sur X et Y, satisfait à 

(7-3) g(X,Y) = g(Y,X)- 1 



A- 



(7-4) g(X 3 ,X 1 )X 3 3 g(X 2 ,X 3 )X 2 a g{X 1 ,X 2 )X 1 a =1 

pour X1X2X3 = 1 ainsi qu'à une autre équation, encore dite du pentagone. Le groupe P est 
engendré par p\ = a 2 , p 2 = r 2 , p% = a~ 1 T 2 a = tu 2 t~ 1 . soumis à la seule relation pj,P2V\ = Z 
avec Z = (0-r) 3 central. On pose F = PiZ^ G P(k), / = g{j 2 Z^r , a 2 Z z r) = g(Y 2 ,Y 1 ) G 
-P(k), et O = ara = tôt. Comme O • a = t, O • t = a et O • Z = Z , on a O • f = f d'après 
(|7-3j) . On veut montrer (|4-6j) . c'est-à-dire ((t<t) _1 • J)ô = Of avec O = Z^~ , a = (px) 2 , 
^ = fe)^ - et J = <j/ _1 f (t • /). C'est équivalent à 

On a cr _1 • f = <r _1 • â = tu* <t, ct™ 1 • / = cr _1 • / _1 = tu • / , donc il s'agit de montrer 



ct^t- 1 •F){tvF)F = Z L 



2 



avec F = âf' 1 = (Z* 



a' 1 
a' 1 



— Y 1 2 


g(Y 2 


Yî). Or 


on a 






Ta • a 2 




raV" 1 


d'où 


Ta • Y\ 


= F 3 


2 

Ta • t 




a 2 


d'où 


Ta • Y 2 


= Y 1 


T^.a 2 




r 2 


d'où 


a- X T- x • Fi 


= Y 2 


T' 1 • T 2 




a-V 2 ^ 


d'où 


a- X T- x • F 2 


= Fs 



Ainsi il s'agit de vérifier 

F 2 ^ i 5 (F3,F2)F 3 ^ i 5 (F 1 ,F 3 )F 1 ~ 5 (F2,F 1 ) = 1 



-1 
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FiG. 5 - Le changement de coordonnées 



si Y 3 Y 2 Y\ = 1, c'est-à-dire 

Y^ 1 g(Y 1 ,Y 2 )Y 1 ^ 1 g(Y 3 , Y l )Y^ g{Y 2 ,Y z ) = 1 

si Y{Y 2 Y 3 = 1, ce qui est bien équivalent à (|7-4jl . Ainsi le groupe de Grothendieck-Teichmùller 
s'injecte dans G^ 3 \h). 

7.3. L'associateur transcendant et <pkz- On établit ici le lien entre l'associateur ipxz que 
Drinfeld construit à partir de l'équation de Knizhnik-Zamolodchikov et l'associateur transcen- 
dant $0 pour m = 3. 

On note D\ , D 2 , -Do les droites de E = 1R 3 euclidien définies par les équations D\ : x 2 = x 3 , 
D : x\ = x 2 , D 2 : x\ = x 3 , V = {(xi,x 2 ,x 3 ) G E \ xi + x 2 + x 3 = 0} et on pose D[ = Di n F. 
Une base de U* est formée des fonctions x = xi — x 2 , y = x\ — x 3 . On munit V de la base 
duale. 

Soit fi la 1-forme correspondant à la connection KZ sur E \ Dq U D\ U .D 2 , 
= £ d log(xi - x 2 ) + tid log(x 2 - x 3 ) + i 2 d log(xi - x 3 ) 
et F' = y \ D' U U D' 2 . Onat + t 1 +t 2 = 0, et 

dx dy — dx dy 

\l\yi = to h t\ h t 2 . 

1 x y — x y 

4 

sont transportées par ç!>* : F* — > F* de matrice (*M) . On a 



Soit 4> : U — > V donné par la matrice M 



Les fonctions et formes différentielles 



2 1 r 

0*0*0 = —^V^*{y) = —7=(yZx + y),<l>*{x-y) = —y-x. 



1 

On pose 6» = tt/3, r = r6> d'où O = 0, 6»i = vr/3, 2 = 2vr/3, 
a r (f) = det(f r ,u). On a 



(cos # r , sin# r ) et 



V3 



1 



V3 



1 



-x h -y-, a 2 = — x y-. 

2 2 2 2 



Notant D'I = = Eu<, on a 0(V) = y" = V \ £> ' U U £> 2 ' (voir figure© et 
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1 
B 




FiG. 6 - L'éclatement e 



On note e : V 



dao da\ da.2 
v) = *o 1- h 1- h 

«0 a l a 2 

V l'application (s,w) t— » (sw,w). On a 

e -1 (£)(,) = {(s,w) S R 2 | w = 0ous 
e _1 (Di) = {(s, tu) S R 2 | w = 0ous 



{(s,w) G R 2 



0} 



0} 
1} 



On note Aq, Ai et A2 les droites de R 2 d'équations respectives s = 0, s = 1, w 







et V ( 
V e - 



et 



= V \ Ai U A2 U A3 (voir figure EJ). L'application e est un isomorphisme analytique 
V. De x = su;, y = w on déduit 



ce y 



du; ds „ 
— + —,£* 



dy 

y 



dw 



w 



dx — dy 
x-y 



dw ds 
— + : 

w s — . 



L'équation différentielle G"(s) = ( 7- + ^rj ) sur ]0, 1[ admet deux solutions G±(s) déterminées 



par G+(s) ~ (1 — s)' 1 pour s — > 1~, G -(s) ~ s' pour s — > + , et on a par définition 
VA'Z = G_, c'est-à-dire GL = G + ifKZ- On en déduit deux fonctions F± = G±(^), solu- 
tions de dF = ÇÎF sur {(x,y) G y | < x < y} uniquement déterminées par 



1 ) quand — 

y y ' y 



1" 



I quand ► CT 

y y y 



Or = ^f, 0,(1 - |) = |L. On en déduit deux fonctions F ± solutions de dF = 

telles que 



F+ ~ I — 



ii 



quand 



-«0 



v «2y «2 

Passant en coordonnées polaires, on a 

il 

~ ( — — — ) quand u 



-oto 

«2 



to 



quand 



-ao 



a 2 



sin(0) 



u 



sin(26>) 



to 



quand u — ► 
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Posons /3 = l/sin0 = l/sin2<9. On a donc F + f5~ tl sin(0 - n)' 1 quand « -> _ , ~ u*° 

quand u -> 0+, c'est-à-dire = iq _ et = F 0j+ . Comme Fi_ = F , + $o et 

F+(fKZ = F-, on a 

8. Appendice 3 : Associateurs d'Enriquez et morphismes en type B 

Dans |Enj . B. Enriquez définit des analogues des associateurs de Drinfeld, qui lui permet- 
tent d'obtenir des morphismes du groupe d'Artin de type B n vers les éléments grouplike de 
certaines algèbres de Hopf complètes. Dans cet appendice nous établissons le lien entre ces 
morphismes et ceux qui nous intéressent ici. 

On désignera par W(S) le groupe de Coxeter associé au diagramme de Coxeter S, A(S) 
(resp. P(S)) le groupe d'Artin (resp. le groupe de tresses pures généralisé) associé. D'autre 
part, on note B n = A(A n ^\) le groupe de tresses habituel, et V n = P{A n -\) le groupe de 
tresses pures. 

8.1. Le groupe d'Artin de type B et les groupes G(N,l,n). On note r, a\, . . . , cx n —\ 
les générateurs standard de A(B n ). On a to\to\ = g\to\t, t commute à Oi si i > 1, et 
les ai, . . . , <r n _i vérifient les relations de B n . Ce groupe apparaît comme groupe de tresses 
généralisé associé non seulement à B n , mais à une famille de groupes de réflexions complexes. 

On note Wpf >n le groupe de réflexions complexes, de type G(N, 1, n) dans la classification 
de ST, défini comme l'ensemble des éléments de GLn(<C) notés [a, a] avec a = (ai, ... , a n ), 
ai S C et af = 1, a E S n , tels que 

[a,a](zi,. ..,z n ) = (ai^(i),. . . ,a„z CT(n) ) 

Pour N > 1 l'action de ce groupe est irréductible, et on a W\^ n = & n , W2, n = W(B n ). On 
note s = [(C, 1, . . . , 1), 1] avec C = e 2hr/m . Dans tous les cas on a une décomposition de Wj^^ n 
en produit semi-direct (Z/NZ) n x & n , s correspondant à (1, 0, . . . , 0) G (Z/iVZ) n . 

Pour les propriétés de ces groupes et de leurs groupes de tresses généralisé, nous ren- 
voyons à |BMR| . Rappelons que s et les transpositions vérifient, outre les relations du groupe 
symétrique sur les transpositions Si = (i i + 1), les relations ssissi = siss\s, s N = 1, et s 
commute à s, pour i > 1. D'autre part le complément dans C™ des hyperplans de réflexions 
est 

X N ,n = ■■■,Z n ) | Zj ^ 0, Zj / Cz k } 

dont le groupe fondamental est noté Pjv,n- On vérifie facilement que l'algèbre d'holonomie 
07V,n = 9x Nn de Xn,u est exactement l'algèbre t n +l,Ar de |Enj . Cette dernière est engendrée 
par des générateurs t{a) % ^ et t^' 1 pour i,j G [2, n], et on trouve parmi les relations de définition 
t{a)^ = t(—ay % . Plus précisément, notant v(a) l 'i = t(a) i+1 '^ +1 , u\ = io' î+1 , les générateurs 
v{a) 1 ^ correspondent aux hyperplans 2j = C^Zj, les éléments Ui aux hyperplans Zi = 0. Il suffit 
alors de vérifier que les relations de définition sont les mêmes pour en conclure QN,n — t n +i,N 
comme algèbre de Lie graduée. 

Pour tout N > 1, le quotient Xn^/Wn^ a A(B n ) comme groupe fondamental. La preuve 
du théorème 7.1 et le corollaire 7.5 de |Enj montre l'existence de morphismes A{B n ) — y 
(U 7V,n(k)) X X W N: n pour tout corps k de caractéristique 0, donnes par 

r ^ sexp(ni), ct; = e-x. V {Nv(<df i+l /2)^r l 

où G (U0Ar jn (k)) x . Dans les termes de l'introduction, pour N = 2 cela montre 
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Théorème (Enriquez). Si W est de type B n , pour tout corps k de caractéristique il existe 
un morphisme : hB — > 03 (k) qui vérifie la condition fondamentale. 

Pour N > 2, cela montre l'existence de morphismes de ce type pour les groupes de réflexions 
complexes Wjv,n et leur groupe de tresses généralisé au sens de |BMRj . Cela permet également 
d'espérer élargir ces propriétés aux groupes de réflexions complexes. 

8.2. Les groupes Kw,n et Pn,u- B. Enriquez obtient des isomorphismes de la complétion 
pro-k-unipotente d'un sous-groupe AT^n de V n avec le groupe des éléments grouplike de 
U0AT, n (k). Nous montrons que ce sous-groupe Aj\r,n est naturellement isomorphe à Pn,u- 

Le groupe K^^ est défini dans |Enj comme suit. On note Xij les générateurs classiques de 
V n , et F' n le sous-groupe engendré par les xi^, i G [2,n]. Il est classique que F' n est libre sur 
ces générateurs, et que l'on a une décomposition V n ~V' n x F n _^ où V' n ~ V n ~i laisse fixe le 
premier brin. Il est classique que l'action par conjugaison de A{A n _i) = B n sur les générateurs 
libres xu de F' n est l'action d'Artin. En particulier, V' n agit trivialement sur Pabélianisé Z n_1 
de F n , et on en déduit un morphisme V n — ► 25 n_1 puis par réduction modulo N un morphisme 
V n -» (S/AS)™" 1 , dont K N>n est par définition le noyau. Dans |Enj . V n (et donc K^ >n ) est 
considéré comme un sous-groupe de A(B n _i). Cette interprétation, visuellement évidente en 
termes de tresses géométriques, peut se décrire algébriquement comme suit. 

On a un morphisme surjectif A(B n ) — > A(A n _i) donné par r h- >• 1, ai h- ► <jj. Ce morphisme 
est scindé, par <7j i— > <7j. Son noyau F n est un groupe libre de rang n sur les générateurs 

li = Oi-\o~i-2 ■ ■ . criTcrf 1 . . . aj_^_ x 

De plus, l'action de A(A n _i) sur lui est l'action d'Artin (cf. |CrPj prop 2.1) : <jj envoie 7* 
sur 7ï+i, 7i+i sur 7^1 1 7i7i+i et jj sur 7^ si j + 1}. En particulier, le morphisme 
d'abélianisation F n — ► est équivariant, par rapport à l'action de A(A n _i) sur F n , l'action 
par permutation de & n sur Z n , et le morphisme naturel A(A n _i) — > ©„. On en déduit un 
morphisme surjectif A(i? n ) ~ A(A n _i) x F„ — > & n x 7L n . Il envoie r sur (1, 0, . . . , 0) G et 
<7j sur (i — lji) G © n pour i > 1. En composant avec la projection canonique 7L \— > 'E/N'E, 
on en déduit des morphismes ttn : A(B n ) — > & n x (Z/AZ) n . On a tïn{t) = (1,0, ... ,0) G 
(Z/AZ) n , iT]y(ai) = (i — l,i) G S n pour i > 1. Il s'agit donc du morphisme déjà mentionné 
n , en particulier pour A — 2 de la projection naturelle du groupe de tresses 
généralisé A(B n ) sur le groupe de Coxeter W(B n ). 

On a alors A(B n ) ~ B n x F„. Considérons l'isomorphisme i 7 ^ — ► F n défini par xu t— > 7j_i. 
On déduit de la compatibilité des actions le diagramme commutatif suivant, dans lequel les 
flèches horizontales sont des isomorphismes et les flèches verticales des injections. 

F' n x A(A n _ x ) F n x A(A n _i) A(B n ) 



V n+1 - F' n x 7> n F n x P n 

L'inclusion "P n +i > A(B„) est celle donnée par la composition des flèches du diagramme. 
Comme la restriction de iïn à F n x "P n est simplement (F n — ► (Z/AZ) n ) x 1, on en déduit 
bien que son noyau Pjv,n s'identifie à K^, n +i- 
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